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Medrzec widzi w lustrze glupca, gtupiec przeciwnie.
Hugo Steinhaus
(Stownik racjonalny)

Problemy (nie) do rozwigzania?

Przed laty, uczeszczajac do liceum natknatem sie na dwa zadania, ktérych nie bylem w
stanie rozwigza¢ konwencjonalnymi metodami, a wiec przy uzyciu dostepnych mi formut
matematycznych. Oba zadania robity wrazenie dos¢ fatwych, gdyz zawieraty wystarczajacq
ilos¢ danych i wydawato sie, ze wyliczenie niewiadomych nie powinno nastrecza$ trudnosci,
co okazywato sie jednak ztudne. W jednym przypadku otrzymywaliSmy rownanie wyzszego
stopnia z jedng niewiadoma, ktéra na dodatek byta liczbg niewymierng, a w drugim
przypadku mieliSmy do czynienie z odwrotnymi funkcjami trygonometrycznymi, ktore nie byty
objete programem szkolnym. Wowczas obydwa zadania pozostaty dla mnie
nierozwigzywalne.

Bedac na studiach miatem przyjemnos$¢ i zaszczyt poznaé prof. Hugona Steinhausa i kiedys,
przy okazji, zagadnatem go o te przypadki. Prof. Steinhaus powiedziat mi, ze jesli czegos nie
jestedmy w stanie wyliczy¢ analitycznie, to musimy postuzy¢ sie metodami przyblizonymi,
ktore w praktyce sg wystarczajgce. Takg jest np. metoda kolejnych przyblizen (iteracji) i
.metoda artylerzysty”, ktorg prof. Steinhaus wzmiankuje w swoim ,Kalejdoskopie
matematycznym”.

Obydwa zadania sg dobrymi przyktadami na zastosowanie metod kolejnych przyblizen.

1. Zadanie ze studnia.

Do studni wrzucono dwa kije o dtugosci dwoch i trzech metrow, ktdre skrzyzowaty sie w
punkcie lezacym jeden metr nad dnem studni. Jaka jest Srednica studni?

Geometrycznie chodzi wiec o trapez prostokatny, w ktérym znamy dlugosci obu przekatnych
i odlegtos¢ punktu przeciecia przekatnych od boku prostopadtego do podstaw, ktorego
dlugosci szukamy (rys. 1).
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Z rys.1 wynikajg nastepujace réwnosci:
d=p+g, x*=4-d? y*=9-d*, (1
Z czego otrzymujemy:
y?—x*=5 ().

Dalej mamy

i = ﬂ i i = B (3)
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Z réwnan (2) i (4) otrzymujemy:
x=1t 2
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W réwnaniu tym mamy po lewej i po prawej stronie funkcje zmiennej x. Mozliwe jest, ze to
réwnanie ma kilka rozwigzan, ale nas interesuje wartoS¢ x w przedziale (1,2). Obliczymy ja
metoda kolejnych przyblizeh (iteracji) z dowolnie przyjeta wczesniej doktadnosciag. W naszym
przypadku moze to by¢ np. 1 mm, czyli 0,001 m.

Sposdb postepowania jest nastepujacy: szacujgc wielkos¢ x na rys. 1 przyjmujemy pierwsze
przyblizenie xo = 1,6 i tg wartos¢ podstawiamy do prawej strony réwnania (5). Otrzymujemy
lepsze przyblizenie x; = 1,58, ktére ponownie podstawiamy itd., az stwierdzimy, ze réznica
dwoch ostatnich przyblizen x jest mniejsza od przyjetej przez nas doktadnosci. Otrzymany
wynik 1,576 wstawiamy do rownania

/ x = 1.6 // Pierwsze przyblizenie
d=v4-x’ Repeat e
i otrzymujemy s$rednice studni d =1,231 z wystarczajacq z=X
doktadnoscia. x=1+z/(Sqrt(5 +z * 2))
Until Abs(z - X) < .0001
W obliczaniu kolejnych przyblizen najlepiej jest Print x
skorzystaé z mozliwosci jakie daje nam komputer. Obok | d=Sart(4 -x*x)
przyktad matego programu w Basic'u. Print d

Zasade iteracji ilustruje rys. 2.

<!
1o
1
8
+
it
\
7

1
MA A

\1\ al\ M al\

/

N
N\
N

X XX, X, X, >X




2. Zadanie z koza.

Na tace, ktéra ma ksztatt kota o srednicy 30 m, pasie sie koza uwigzana na sznurze. Sznur
przymocowany jest do palika wbitego w brzeg tgki. Jak dtugi powinien by¢ sznur, aby koza
Zjadta co najwyzej potowe trawy na tgce?

Mamy tu wiec geometryczny problem potowienia powierzchni jakiegos kota okregiem,
ktérego Srodek znajduje sie na obwodzie tego kota (rys. 3).

Rys. 3

Do obliczenia R zastosujemy tym razem wspomniang juz wyzej ,metode artylerzysty”.
Prof. Steinhaus opisuje ja w swoim ,Kalejdoskopie matematycznym” (rys.4).
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Rys. 4

Artylerzysta, strzelajgc do celu, otrzymuje od obserwatora po kazdym strzale sygnat ,przed”
lub ,za” celem i w zaleznosci od otrzymanej informacji odpowiednio koryguje celownik.
Stosujac te taktyke pociski uderzajg coraz blizej celu i w koncu trafig w niego.

Podobnie mozemy postepawac przy obliczaniu promienia R w nhaszym zadaniu.

Najpierw oszacujemy dolne i gérne ograniczenie jego diugosé. Patrzac na rys.3 mozemy
zatozy¢, ze szukana dlugos¢ R jest wieksza od 16 i mniejsza od 18 m. Nasz pierwszy ,strzal’
oddamy ,w srodek”, czyli przyjmiemy, ze R=17. Z tg wartoscig obliczymy pole dostepne
kozie i poréwnamy je do pola powierzchni potowy taki. W zaleznosci od otrzymanego wyniku
korygujemy dolne lub gérne ograniczenie diugosci R. | znowu strzelamy ,w srodek” (tym
razem R=17,5) itd.

Po kilku, czy tez kilkunastu ,strzatach” bedziemy w stanie okresli¢ szukang dtugo$¢ R z
wystarczajgcq dokfadnoscia.

Metoda ,strzelania w srodek” (potowienia) jest najlepszg taktyka zblizania sie do celu.



Na rysunku ponizej (rys. 5) widzimy wszystkie elementy potrzebne do obliczen.
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Rys. 5

Pole taki wynosi TT- r*. Zatem potowa pola tgki wynosi P = ”7225 Czesc taki znajdujace;j

sie w zasiegu kozy ma ksztatt soczewki ACBM, sktadajacej sie z dwoch wycinkéw kota,
pokrywajgcych sie czesSciowo. Zatem pole tej soczewki sktada sie z sumy pola wycinka kota
k:(OAMB) i pola wycinka kota k,(MACB) zmniejszong o ich wspdlng czesc, czyli o czworokat
AOBM.
Niech Sy = poszukiwany fragment tgki,

S, = pole wycinka kota k;,

S, = pole wycinka kota ks,

Sz = pole czworokata
Mamy wiec

Sk231+32—83.

Z trojkata prostokatnego ADE (rys. 5) wynika, ze:

AM? = MD - ME
czyli:
R®=a-2r
stad
2 2
a:R_:R_, b=15-a, C=~r>—-b®> czyli c=+/225-Db?
2a 30
a b
CoOSar=—, COSf=—
ST
a zatem

Sl=a-R, S2=p-r’= f-225
i S3=r-c=15-¢c



Do obliczenia poszukiwanego R uzyjemy
komputera. Obok napisany jest ktrotki program
w Basic'u, ktéry pozwala wyznaczy¢ dtugos$é
promienia R.

Aby wyliczy¢ R z doktadnoscig do 1 m,
wystarczy powtorzyc¢ jego petle w 21 krokach.

W wyniku otrzymamy woéwczas R = 17,381 m.

Czytelnik moze dostosowaé przykiad tego
programu do wiasnych mozliwosci, np.
zaadoptowa¢ go do programu Pascal lub
arkusza kalkulacyjnego Excel i porownac
wiasne wyniki z uzyskanymi.

Suplement

W pierwszym zadaniu mieliSmy do czynienia z trapezem. Warto wspomnie¢ przy okazji o

pewnej wtasnosci trapezu.

W dowolnym trapezie ABCD narysujmy obie przekatne, odcinek EF przechodzacy przez ich
punkt przeciecia (rownolegty do podstaw trapezu, przy czym punkty E i F lezg odpowiednio

d=16 /ldolna granica

g=18 /lgbrna granica
P=PI*15*15/2 //potowa pola taki
Repeat

k% =k% + 1 /licznik krokow

R=(d+g)/2

a=R*R/30

b=15-a

¢ =3Sqrt(225- b * b)
alfa=Acos(a/R)
beta = Acos(b / 15)
Sl=alfa*R*R
S2 = beta * 225
S3=15*c
Sk=S51+S52-S3
If Sk >P Then
g=R
Else
d=R
EndIf
Until Abs(Sk - P) <.000001
Print k%
Print R

na bokach trapezu) i przedtuzenie bokéw do ich punktu przeciecia W (rys. 6).
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Oznaczmy: AB=a, CD=b i EF=c. Okazuje sie, ze odcinek EF jest srednia harmoniczng
obu podstaw trapezu (patrz zadanie 1). A wiec:



Albo inaczej:
2ab
C=—-o
a+b
Trzy punkty A, D, E lezace na lewym boku i punkt W tworzg facznie tzw. czwoérke

harmoniczng (ADEW). Podobnie cztery punkty na drugim boku: (BCFW). W takiej czwérce
zachowane sg pewne dwustosunki. Przyktadowo dla pierwszej czwérki mamy:

AE AW .. BF BW
— =—— adladrugiefj —=——
ED DW FC CW

AB
Mato tego — obie czworki przyjmujg te samag wartos¢ ktéra wynosi C_D (dlaczego?)

Czworki harmoniczne odgrywajg duza role w geometrii rzutowej, a wiec réwniez
w perspektywie geometrycznej. Faktycznie, rys. 6 mozemy potraktowa¢ jako obraz
perspektywiczny dwoch jednakowych prostokatdow majacych jeden wspdélny bok (dlaczego?).
O takich prostokgtach méwimy, ze sg jednakowe w przeksztatceniu rzutowym.
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